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SUR LA DIFFUSION NON-LINEAIRE DE LA CHALEUR
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Résumé—On calcule la solution, approchée au second ordre, du probléme de I’échauffement et du
refroidissement d’'un mur semi-infini dont les caractéristiques thermophysiques varient avec la tempéra-
ture. La non-linéarité entraine une dissymétrie entre ’échauffement et le refroidissement. La négligence
de cette non-linéarité conduit & une erreur appréciable dans la mesure, en régime transitoire, de la

o

diffusivité thermique des matériaux.

NOTATIONS

variable d’espace [m];
longueur [m];
variable de temps [s];
température [°K];
température initiale du mur semi-
infini ;
température de la face d’entrée du
mur semi-infini;
conductibilité thermique [J/m s
°Cl;
chaleur spécifique [J/kg °C];
masse spécifique [kg/m?];
= i, diffusivité thermique

Cp
[m?/s™1];

Copo
température Ty ;
flux de chaleur pendant le temps
dt & travers la surface dS;
coefficient du développement de
Taylor de la conductibilité therm-
ique;
coefficient du développement de
Taylor de la chaleur spécifique;
coefficient du développement de
Taylor du volume spécifique ;
= x/L, variable d’espace réduite;

, diffusivité thermique a la
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n,

o,

&, m),

()]

Dot . i
= Tg, variable de temps réduite;

T, — T
=12 paramétre de pertur-

To
bation;
T-T, i
== S5 1) - K",
Tl - TO ngo ¢ g

température réduite ;

coefficient d’ordre n du développe-
ment de la température réduite en
série de puissances de k;

= i @4{&, n). k', approximation
i=0
d’ordre n, du probléme non-
linéaire;
az
= Fr opérateur linéaire de
I’équation de la chaleur.

1. INTRODUCTION

LA THEORIE de la diffusion de la chaleur a été
développée de fagon considérable 4 partir de
I’étude de I’équation parabolique:

o1 _ot

F Rl 0. 1)

Cette équation est linéaire tant que le co-
efficient D, appelé diffusivité, ne dépend pas de
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la solution T mais seulement des coordonnées
d’espace x et de temps ¢.

Cette condition n’est pratiquement pas
remplie pour bon nombre de corps rencontrés
dans les problémes de diffusion thermique. I est
en effet bien plus fréquent de voir le coafficient
de conductibilit¢é thermique 4, la chaleur
spécifique C et la masse spécifique p, dépendre
de la température plutdt que de la position du
point considéré.

La diffusivité D = A/Cp est généralement
fonction de la température, et I’équation (1) est
du type quasi-linéaire.

On élude la plupart du temps cette difficulté
en linéarisant 1’équation, c’est-a-dire en fait, en
se bornant a I’étude des petites perturbations et
en adoptant pour les coefficients 4, C et p, des
valeurs moyennes dans l'intervalle de variation
des températures considéré.

Dans certains cas pourtant, ol 1’on veut
connaitre les conditions des écoulements ther-
miques dans des milieux soumis soit a des
variations importantes de température, soit a
des variations brusques de celle-ci, cette simpli-
fication n’est plus satisfaisante.

Pour déterminer par exemple, la diffusivité
des solides aux températures élevées, on utilise
la méthode consistant & observer le chemine-
ment, dans le milieu considéré, d’un signal
thermique bien défini, provoqué et entretenu en
un point de ce milieu et & un instant donné [ 1-3].

La diffusivité est déduite de la comparaison
de l'observation a la solution du probléme
linéarisé. Cette valeur peut s'écarter, de fagon
appréciable, de celle résultant de la comparaison
avec la solution du probléme complet.

2. EQUATION NON-LINEAIRE
DE LA CHALEUR

L’hypothése initiale de Fourier exprime la
proportionnalité de flux instantané de chaleur
¢ au gradiant thermique local; c’est-a-dire pour
un écoulement unidirectionnel au travers dun
¢lément de section dS

T
o(x, t) = — /la—— ds dt. (2)
0x
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Si 'on ajoute I’équation de conservation de
I’énergie, appliquée a 'unité de masse

1
;[(p(x + dxa t) - (p(x’ t)] = [(CT)t+dt
—(€T)]dSdx  (3)

on obtient finalement 1’équation non linéaire de
la chaleur:

10 (0T 0

—— W=]-=(CT)=0 4

p@x(ax) at( ) @
ol 4, p et C sont toutes trois fonctions de la
température. Cette équation (4) s’écrit encore:

DaZ_T+1§£<6_TZ

ox? A7 0T \0x
oT [ TaC)| _
“E[HE(TTJ_O' ®

Si pour résoudre la plupart des problémes
posés par I’équation linéaire de la chaleur, on
dispose des méthodes analytiques classiques du
développement en série de fonctions ortho-
gonales et du calcul fonctionnel, il n’en est plus
de méme pour une équation telle que (5) pour
laquelle ces méthodes deviennent inopérantes.

C’est au niveau théorique méme que I'intégra-
tion de I’¢quation (5) est pénible. Treves [4] a
présenté récemment une synthése des travaux
relatifs aux conditions d’existence des solutions
de ’équation quasi-linéaire parabolique et aux
méthodes d’intégration.

Pour ce qui est du calcul effectif des solutions
de (5) on a généralement recours a des méthodes
d’approximations successives, tel le calcul
approché par différences finies. Une liste
d’articles et ouvrages récents, consacrés a cette
méthode, figure également dans Darticle de
Treves.

Pourtant la méthode du calcul par différences
finies, si puissante soit-elle, présente le double
inconvénient d’une méthode lourde et unique-
ment numérique ; en sorte que le long calcul pas
a pas doit étre repris pour chaque probléme de
données différentes.
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On peut cependant, dans certains cas, obtenir
par une méthode d’approximation successives,
dite méthode des perturbations, une solution
approchée de I’équation quasi-linéaire (5).

Clauson [5], Tung [6] et Ivanov [7], ont
appliqué cette méthode au probléme du mur
relatif & un solide dont la conductibilité ther-
mique A et la chaleur spécifique C sont des
fonctions linéaire de la température. Ils ont
cependant quelque peu simplifié ’équation (5)
en négligeant la variation relative (1/C) 0C/éT
de la chaleur spécifique, en fonction de la
température et en supposant la masse spécifique
p constante.

Nous allons calculer ci-apres, par la méthode
des perturbations, la solution poussée jusqu’au
ordre d’approximation, du probléme relatif au
cheminement unidirectionnel d’un signal ther-
mique, provoqué subitement et entretenu sur la
face d’entrée d’un milieu semi-infini constitué
par un corps dont la conductibilité thermique 4,
la chaleur spécifique C et la masse spécifique p,
sont des fonctions quelconques de la tempéra-
ture, continues et dérivables.

3. DEFINITION DE LA PERTURBATION

Soit donc un milieu semi-infini, initialement
4 la température uniforme T, et constitué par
un corps pour lequel A4, C et p s’expriment
respectivement par:

A=l + Y aT-TF]  ©
C=Cy1+ 2 bT — To)'] (™)

1 1 - n
-p— = g [1 + ,,21 C,,(T - TO) ] (8)

A I'instant t = 0, la face d’entrée de ce milieu
semi-infini, prise pour origine des abscisses, est
brusquement portée a la température T, et y est
ensuite maintenue indéfiniment; en sorte que
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les conditions aux limites s’écrivent :
T(x,0)=Tp; x =0
TO,t) = Ty; t>0 9)
lim T(x,t) = Ty; lim T(x,t) = T,.
X t— o0

On se propose de déterminer 1’évolution au
cours du temps du champ de température dans
le milieu.

Il s’agit d’un cas le plus simple de probléme
mixte du premier type (conditions de Dirichlet).
On sait que (voir par exemple I’article de Treves
[4]), dans ces conditions, I’équation quasi-
lin€aire (5) admet une solution et une seule, qui
est de plus indéfiniment différentiable par
rapport a x et ¢ dans tout le domaine d’intégra-
tion et sa frontiére.

La perturbation, ainsi provoquée en un point
du milieu, sera parfaitement caractérisée par son
amplitude (T; — T,). Nous adopterons donc
comme paramétre de perturbation le coefficient
sans dimension :

L -T,
To )
On normalisera I’équation (5) en effectuant

les changements de variables et de fonction
suivants:

k = (10)

T = Tyl + k)
¢ =xL 11

o 1y
=

L étant une longueur quelconque et D, =
Ao/Copo, 1a diffusivité du milieu 4 1a température
initiale T;,.

L’équation (5) devient finalement:

- n n n < 62¢
[1 + ;1 an 0¢ ] [1 + Z: ank" gd)n]W

1+ 3 ke TogI 3 nafoTagr 1]

a¢ 2 — < n n n a¢
X <%> =1 +n§1b,,k od’]%

HLY ke Tir 1022 a2
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et les conditions aux limites (8):

#(,0=0;¢>0

$O0,n)=1;1>0 (13)
iim #(&,n) =0; lim @& n) = 1.
—w n- o

On recherchera une solution de (12) satis-
faisant a (13) sous la forme d’une série de
puissances du paramétre de perturbation k:

PRTN

ol tous les coefficients ¢,(, ) sont des fonctions
infiniment différentiables par rapport a £ et 5 et
telles que:

M m) = (14)

loE&m<M

pour tout couple (¢, 1) et tout n. Ce développe-
ment sera uniformément convergent pourvu
que |k| < 1; ce qui correspond & une amplitude
de perturbation satisfaisante.

Substituant (14) dans (12), on obtient une
suite infinie d’équations aux dérivées partielles
linéaires et non-homogénes en annulant dans
la substitution les coefficients de k”.

L’équation (12) ou I'on a substitué ¢ par le
développement (14) et ses dérivées partielles,
devient en effet une identité,  étant valable
quelque soit la valeur de k (pourvu que |k| < 1)

Utilisant pour simplifier I’écriture, 'opéra-
teur:

(15)

0* 0
o0& on
et limitant tous les développements aux termes
de puissance deux inclus, on obtient le systéme

de trois équations aux dérivées partielles
linéaires:

Ligo) = 0 (16)

L) =200 520+ 25 ()" an

*¢, 2,
Lo =2 (¢0. 58+ 0.52)
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0o 9¢,
I

o

+48— + 2y ¢°6

+ 20 ¢ (%)2 (18)

en posant:

20 = —(a; —2b, + ¢)) Ty

2= —aT,

2y = — [a,cq — 2b, (ay — 2b, + ¢y)
+ (ay + ¢, — 3b,)] T3

— 2a,by + 2a,] T}

(19)

25 - [alcl
avec les conditions aux limites :
$oOm)=1; n>0
gim ®o(&m) = 0; lim ¢, n) = 1

$.(8,0) = ¢,0,7) =0

¢, nul a I'infini.

(20)
pourtout n>0 (21)

4. DETERMINATION DES APPROXIMATIONS
SUCCESSIVES

La fonction génératrice ¢, est évidemment
la solution bien connue du probléme linéaire
{(correspondant & k = 0) satisfaisant aux con-
ditions au limites (14), 4 savoir:

do(&,m) = erfc (u) * (22)

avec: (23)

<

2Un
Reportant(22) dans (17), la premiére approxima-
tion ¢, sera solution de I’équation linéaire non-
homogéne, dont le second membre est une
fonction connue de ¢ et 7.

Cette équation étant linéaire, sa solution
générale sera égale a la solution générale de
P’équation homogene a laquelle on ajoute une

* Selon la notation anglo-saxone, nous appelons ap-
pelons erfc (x) le complémentaire de la fonction d’erreur:

2T,
erffc(x) =1 —erf(x) =1 — — |e ¥ dy.
Jr
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solution particuliére de 1’équation avec second
membre.

Or si 'on remarque que, U et V étant deux
solutions distinctes de 1’équation homogéne
[donc L(U) = L(V) = 0], on a:

oU ov
LU.Vy=2—.—
on obtient immédiatement une solution par-
ticuliére de 1’équation (17):

3o
14

On vérifie en effet aisément que d¢,/0¢ et

4
b=« j¢o()” ndy + Boi.

fqﬁo(y, n)dy sont des solutions de I’équation
0

homogeéne.

Remplagant ¢, par son expression (22) et
par des calculs élémentaires, on obtient I'expres-
sion de I'intégrale particuliére de ’équation (17).

Pour terminer la détermination de la premiére
approximation, on ajoutera une solution de
I’équation homogéne, pour satisfaire aux con-
ditions aux limites (20).

On trouve finalement

$1(&n) = — %?[erfc W.(1 +Jru.e™)

—e 2] — Berf(u).erfc(u)  (24)
avec —2a=(a, —2b; +c) Ty
et —2=a,T,.

En définitive la premiére approximation du
probléme non linéaire sera:

¢(1)(é’ 'I) = ¢0(é) f]) + kqsl(éa ") (25)

Le calcul de la deuxiéme approximation, c’est-a-
dire la solution du systéme (18-21), est évidem-
ment plus délicate, étant donnée la complexité
du second membre de (18) ou figurent les
solutions ¢, et ¢, de (16) et (17).

La méthode la plus simple consiste a chercher
une solution ne dépendant que de la variable u;
le probléme se ramenant & la détermination
d’une intégrale particuli¢re de I’équation simple-
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ment différentielle :

5(u) + 2ud(u) = 2ol Po(u) . ¢7(w)
+ 1) . d5w)] + 4B do(w) . P (w)
+ 2y $3(1) . Po(u) + 20 Po(u) . $G ().
Cette détermination s’effectue par quadratures
dont la complexité ne tient qu’a leur longueur.
On trouve finalement, en tenant compte des
conditions aux limites (21) et du tableau (19):
(&) = Aerf(u). erfc (u) [1 + erfc (u)]
+ B(1 — e~ 2)erfc (u)
+ Clerf (uy/3) — erf (u)]
+ Du.e™ . erfc? (u)
+ Eue *[(Jm). u.erfc ()

—e )% (26)
Avec
4, a3
A= (—3—2 - —21>T(2) )
1
B= [(3a; + 2b, + ¢, Xa; — 2by + ¢)

T
—2&161 - 2(a2 - 3b2 + 62)] T(Z)

3
C = £j4/.7)[(3a1 + 6b1 + Cl)(al — 2b1 + Cl)
—4asc, — Hay — 3b, + ¢,)]T2 D)

D= — b [Qa; + 2b; + 3c,)
4(/m)
(ay — 2by + ¢y) — da,c,
— Ha, — 3by + ¢)] TG

L @y = 2, + ] T3

2n(\/m)

et la deuxiéme approximation s’écrit :
¢(2)(é’ rl) = ¢0(c’ ") + k¢1(£9 r’)

+ k2,8 m).  (28)
On pourrait poursuivre, sans difficulté théorique,
le calcul jusqu’a un ordre d’approximation
plus élevé, mais le gain de précision serait
dérisoire eu égard a4 la longueur du calcul
qu’'impliquerait cette démarche.

E=
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5. APPLICATION NUMERIQUE

Si le coefficient de perturbation k est petit
{(k # 0,1) le développement (14) converge rapide-
ment et I’'on pourra se contenter de 'approxima-
tion (28) pour représenter I’échauffement ou le
refroidissement du mur semi-infini.

On remarque que cette expression (28) dépend
du signe du parametre k; autrement dit, & la
différence de la solution du probléme linéaire,
les conditions de I’échauffement du mur (k > 0)
et celles de son refroidissement (k < 0) ne sont
pas symétriques.

L’approximation (28) pourra s’appliquer a
n’importe quel corps, pour autant que 1’équa-
tion de la diffusion (5) soit appropriée.

A simple titre d’exemple, neus allons appliquer
I’expression (28) au mercure a la température
nitiale: T;, = 422°K et pour une perturbation :
k = +0.25; c’est-a-dire un échauffement ou un
refroidissement de 105°C.

Les données numériques relevées dans [8],
relatives au mercure sont approchées a moins de
0,5% par les expressions (6-8) pour lesquelles
on a, entre 50°C et 250°C:

a, = 1,720.1073 (°C)" !
»{

= —3,480.1075(°C)"2

1 {cl = 1,286254.1073 (°C)!

p e, = 4,018882.107° (°C)~2.

A cesvaleurset pour T, = 422°K, correspondent
les tableaux :

2 = 1,268639} 19)
—2B = 0,725840
A= —0469999
B = —0,786607
C = 0205549 7)
D = —1,183881
E= 0144518

T. ANDRE-TALAMON

La Fig. 1 représente, en fonction de
x

"= 2,/(Dod)

les expressions de ¢, ¢, et ¢, données par (22,
24, 26).

0,75
D
0,5
0,25
¢,
-0.,25p
¢,
J J |
0 0.5 ] 1,5 2,0
X
2vD,t
Fc. 1.

La condition (15) est effectivement remplie,
mais si k n’est pas assez petit, on ne peut se
contenter de la premiére approximation (25),
voire de la seconde (28).

La Fig. 2 représente la solution ¢®(¢,n)
approchée au second ordre, pour diverses
valeurs de £ et de n variant entre O et 1.

On constate que la non-linéarité accélere
I’échauffement du mur, et retarde, mais de
fagon plus accusée, son refroidissement.

La diffusivitt du mercure & 422°K vaut
71,740. 1073 cm?/s; 4 1 cm de la face d’entrée
du mur semi-infini, le temps réduit n =1
correspond 4 14 s.

Si par exemple on voulait déterminer la
diffusivité du mercure a 422°K en mesurant,
4 1 cm de l'interface, le temps au bout duquel la
température atteint 40 pour cent de I’amplitude
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est négative (refroidissement).
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Abstract—The problem of the heating and cooling of a semi-infinite wall in which thermophysical
characteristics depend on the temperature is solved with an approximation of the second order. The
nonlinearity induces a dissymetry between heating and cooling. The omission of that nonlinearity leads
to an important error in the measurement, in the transient state, of the thermic diffusivity of materials.

Zusammenfassung—Es wird das Problem der Heizung und Kiihlung einer halbenendlichen Wand mit

temperaturabhiingigen thermophysikalischen Charakteristika auf Grund einer Niherung zweiter Ordnung

gelost. Die Nichtlinearitit bewirkt eine Unsymmetrie zwischen Heizung und Kiihlung Die Vernachlissi-

gung dieser Nichtlinearitit fiihrt zu einem wichtigen Fehler in der Messung der Temperaturleitfahigkeit
im instationdren Fall.

Annoranus—Bo BTOpoM nNpMGMLKEHMM pellleHa 3aKadd O HATPEBAHHM M OXJIKIEHUM
101y GeCKOHEUHO! CTEHKN ¢ TEMIOPU3HYECKIMN XAPAKTEPUCTUKAMHU, 3ABUCAIUMY OT TeMIre-
parypsi. HenmmeitHocTh HAapyIIaeT PAaBHOBECHE MEMIy HATDEBAHMEM M OXJIAKICHHEM.
IIpenelperenne 5Toft HeMMHEMHOCTHI0 NPUBOSUT K 3HAUMTENBHEIM OMMOKAM B M3MEpEHHAX
TEIIONPOBOJHOCTH MATCPUATOB MPH TIEPEXONHOM peruMe.



