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SUR LA DIFFUSION NON-LINEAIRE DE LA CHALEUR 

T. ANDRE-TALAMON 

Laboratoire de Mecanique Physique, 2, place de la Gare de Ceinture, 7%Saint-cyr-l’Ecole, France 

(Rep le 16 Februar 1968) 

Rbum&On calcule la solution, approchte au second ordre, du problbme de l’bchauffement et du 
refroidissement dun mur semi-infini dont les caractbristiques thermophysiques varient avec la tempera- 
ture. La non-linearite entraine une dissymttrie entre I’echauffement et le refroidissement. La negligence 
de cette non-linearite conduit a une erreur appreciable dans la mesure, en regime transitoire, de la 

diffusivite thermique des materiaux. 
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NOTATIONS 

variable d’espace [m] ; 
longueur [m] ; 
variable de temps [s] ; 
temperature [“K] ; 
temperature initiale du mur semi- 
intini ; 
temperature de la face d’entree du 
mur semi-intini ; 
conductibilite thermique [J/m s 

“Cl ; 
chaleur specifique [J/kg “C] ; 
masse specitique [kg/m31 ; 

= $, diffusivite thermique 

[m’/s- ‘1; 

43 = -, diffusivite thermique a la 
COP, 

temperature TO ; 
flux de chaleur pendant le temps 
dt a travers la surface dS; 
coefficient du developpement de 
Taylor de la conductibilite therm- 
ique ; 
coefficient du dheloppement de 
Taylor de la chaleur specifique ; 
coefficient du developpement de 
Taylor du volume specitique ; 
= x/L, variable d’espace reduite ; 

= 

= 

Dot _ variable de temps reduite ; c ’ 
T - G 
~ parametre de pertur- 

To ’ 
bation ; 

temperature rtduite ; 
coefficient d’ordre n du developpe- 
ment de la temperature reduite en 
serie de puissances de k ; 

i=n 

= i& &(r, q) . k’, approximation 

d’ordre n, du problbme non- 
lineaire ; 

a2 a =_-- - 
at2 atf operateur lintaire de 

l’equation de la chaleur. 

1. INTRODUCTION 

LA TH~ORIE de la diffusion de la chaleur a ett 
developpee de faccn-r considerable a partir de 
l’ttude de l’equation parabolique : 

(1) 

Cette equation est linfhire tant que le co- 
efficient D, appele diffusivite, ne depend pas de 
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la solution T mais seulement des coordonnkes 
d’espace x et de temps t. 

Cette condition n’est pratiquement pas 
remplie pour bon nombre de corps rencontrks 
dans les probkmes de diffusion thermique. 11 est 
en effet bien plus frkquent de voir le coefficient 
de conductibilitk thermique I, la chaleur 
spkifique C et la masse spizcifique p, dCpendre 
de la tempkature plut6t que de la position du 
point consid&&. 

La diffusivitk D = l/Cp est gknkralement 
fonction de la tempkrature, et l’kquation (1) est 
du type quasi-lintaire. 

On Clude la plupart du temps cette difficultC 
en linkarisant l’kquation, c’est-A-dire en fait, en 
se bornant A l’ittude des petites perturbations et 
en adoptant pour les coeffkients 1, C et p, des 
valeurs moyennes dans l’intervalle de variation 
des tempkratures consid&. 

Dans certains cas pourtant, oti l’on veut 
connaitre les conditions des Ccoulements ther- 
miques dans des milieux soumis soit A des 
variations importantes de tempkrature, soit & 
des variations brusques de celle-ci, cette simpli- 
fication n’est plus satisfaisante. 

Pour dkterminer par exemple, la diffusivid 
des solides aux tempkatures Clevkes, on utilise 
la mkthode consistant B observer le chemine- 
ment, dans le milieu consid&, d’un signal 
thermique bien dklini, provoquk et entretenu en 
un point de ce milieu et A un instant donnC [l-3]. 

La diffusivitk est dkduite de la comparaison 
de l’observation A la solution du probkme 
IinCarisC. Cette valeur peut s’karter, de faGon 
apprkciable, de celle rtsultant de la comparaison 
avec la solution du problltme complet. 

2. L’EQUATION NON-LINEAIRE 
DE LA CHALEUR 

L’hypoth&se initiale de Fourier exprime la 
proportionnalitk de flux instantark de chaleur 
cp au gradiant thermique local; c’est-A-dire pour 
un Ccoulement unidirectionnel au travers d’un 
ClCment de section dS 

cp(x,t) = - AgdSdt. 

Si l’on ajoute l’kquation de conservation de 
l’knergie, appliquke A l’unitk de masse 

; Cdx + dx, t) - rp(x, 01 = [(CT),+c,, 

- (CT),] dS dx (3) 

on obtient tinalement 1’Cquation non linkaire de 
la chaleur : 

(4) 

oti 1, p et C sont toutes trois fonctions de la 
temptrature. Cette kquation (4) s’kcrit encore : 

D 

-$ [I+gg] =a (5) 

Si pour rboudre la plupart des problbmes 
posts par l’kquation linkaire de la chaleur, on 
dispose des mkthodes analytiques classiques du 
dkveloppement en sCrie de fonctions ortho- 
gonales et du calcul fonctionnel, il n’en est plus 
de meme pour une Cquation telle que (5) pour 
laquelle ces mkthodes deviennent inoptrantes. 

C’est au niveau thkorique mEme que l’intbgra- 
tion de l’kquation (5) est pknible. Treves [4] a 
prtsentk rkcemment une synthbse des travaux 
relatifs aux conditions d’existence des solutions 
de l’kquation quasi-linkaire parabolique et aux 
mkthodes d’intkgration. 

Pour ce qui est du calcul effectif des solutions 
de (5) on a gCnCralement recours g des mkthodes 
d’approximations successives, tel le calcul 
approchk par diffkences finies. Une liste 
d’articles et ouvrages &cents, consacrks A cette 
mkthode, figure Cgalement dans l’article de 
Treves. 

Pourtant la mkthode du calcul par diffkrences 
finies, si puissante soit-elle, prksente le double 
incondnient d’une mtthode lourde et unique- 
ment numkrique; en sorte que le long calcul pas 
A pas doit &re repris pour chaque problbme de 
donnkes diffkentes. 
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On peut cependant, dans certains cas, obtenir 
par une methode d’approximation successives, 
dite methode des perturbations, une solution 
approchke de l’equation quasi-lintaire (5). 

Clauson [5], Tung [6] et Ivanov [7], ont 
applique cette mtthode au probleme du mur 
relatif a un solide dont la conductibilite ther- 
mique 3, et la chaleur spkcifique C sont des 
fonctions lineaire de la temperature. 11s ont 
cependant quelque peu simplifie l’equation (5) 
en negligeant la variation relative (l/C) X/k?T 
de la chaleur specifique, en fonction de la 
temperature et en supposant la masse specifique 
p constante. 

Nous allons calculer ci-apt-es, par la methode 
des perturbations, la solution poussee jusqu’au 
ordre d’approximation, du problbme relatif au 
cheminement unidirectionnel d’un signal ther- 
mique, provoque subitement et entretenu sur la 
face d’entree d’un milieu semi-infini constitue 
par un corps dont la conductibilite thermique 1, 
la chaleur specifique C et la masse specilique p, 
sont des fonctions quelconques de la tempera- 
ture, continues et derivables. 

3. DEFINITION DE LA PERTURBATION 

Soit done un milieu semi-inhni, initialement 
a la temperature uniforme T, et constitue par 
un corps pour lequel I, C et p s’expriment 
respectivement par : 

A = &[1 + “Zl a,(T - WI (6) 

c = cop + “Zl UT - To)"1 (7) 

1 
- = L [l + “tl c,(T - To)“]. (8) 
P PO 

A l’instant t = 0, la face d’entree de ce milieu 
semi-infini, prise pour origine des abscisses, est 
brusquement portte a la temperature T1 et y est 
ensuite maintenue indeliniment; en sorte que 

les conditions aux limites s’ecrivent : 

T(x, 0) = To ; x > 0 

T(0, t) = TI ; t>O (9) 
lim T(x, t) = To ; lim T(x, t) = TI. 
x-+cc f+m 

On se propose de determiner l’evolution au 
tours du temps du champ de temperature dans 
le milieu. 

11 s’agit d’un cas le plus simple de probleme 
mixte du premier type (conditions de Dirichlet). 
On sait que (voir par exemple l’article de Treves 
[4]), dans ces conditions, l’equation quasi- 
lintaire (5) admet une solution et une seule, qui 
est de plus indefiniment differentiable par 
rapport a x et t dans tout le domaine d’integra- 
tion et sa frontibre. 

La perturbation, ainsi provoquee en un point 
du milieu, sera parfaitement caracteriske par son 
amplitude (TI - To). Nous adopterons done 
comme parambtre de perturbation le coefficient 
sans dimension : 

TI - T, k=T (10) 

On normalisera 1’tquaZon (5) en effectuant 
les changements de variables et de fonction 
suivants : 

T = T,(l + k& 

r = XfL 

I 

(11) 

L &ant une longueur quelconque et Do = 
lo/Cop,, la diffusivite du milieu a la temperature 
initiale To. 

L’equation (5) devient tinalement : 

[l + f c,k”T$$“] [l + f a k”T;@] * n 
n=l II=1 x2 

a4 2 0 - 
’ at = [l + T b,,k”T$jS”]$ 

n=l 

+ [ ‘f nb,k”T~@-‘I 4: (12) 
II=1 
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et les conditions aux limites (8) : 

445,O) = 0; 5 2 0 

4(0,49 = 1; rl > 0 (13) 

lim d(<, q) = 0 ; lim &t, q) = 1. 
5-m ‘I-m 

On recherchera une solution de (12) satis- 
faisant a (13) sous la forme d’une serie de 
puissances du parambtre de perturbation k : 

445,~) = nf$o 4.(5> 4. k” (14) 

oti tous les coeffkients &(t, q) sont des fonctions 
infiniment differentiables par rapport a t: et q et 
telles que : 

(15) 

pour tout couple (<, q) et tout n. Ce developpe- 
ment sera uniformement convergent pourvu 
que 1 k 1 < 1; ce qui correspond a une amplitude 
de perturbation satisfaisante. 

Substituant (14) dans (12), on obtient une 
suite intinie d’equations aux d&-iv&es partielles 
lineaires et non-homogenes en annulant dans 
la substitution les coefficients de k”. 

L’equation (12) oh l’on a substitue 4 par le 
developpement (14) et ses derivees partielles, 
devient en effet une identite, ’ &ant valable 
quelque soit la valeur de k (pourvu que I k I < 1). 

Utilisant pour simplifier l’ecriture, l’opera- 
teur : 

a2 a 
L=drz-ay, 

et limitant tous les developpements aux termes 
de puissance deux inclus, on obtient le systeme 
de trois equations aux derivees partielles 
lineaires : 

Jwd = 0 (16) 

avo a40 2 
Lh) = 200.3p + 28 ag ( > (17) 

( 

a% w0 
Yb2)=2g 40.~+41~) 

84, 84, 2 e. + 48,r.ag + WPO,,, 

(18) 

en posant : 

2cr = - (ar - 2b, + cr) T, 

2p= -a,T, 

2y = - [UICl - 2b, (ar - 26, + CJ (19) 

+ (a2 + C2 - %I,)] T; 

26 = - [a,c, - 2a,b, + 2a,] T; 

avec les conditions aux limites : 

40(&O) = 0; 

40(0, v) = 1; 

lim &(5, rl) = 0; 
C-m 

4.(&O) = &(O, r]) = 0 

4, nul a l’infini. 

4. DETERMINATION DES APPROXIMATIONS 
SUCCESSIVES 

La fonction generatrice &, est evidemment 
la solution bien connue du probleme lineaire 
(correspondant a k = 0) satisfaisant aux con- 
ditions au limites (14) a savoir : 

445, ~1 = erfc (4 * (22) 

r 

avec : U=+. (23) 

Reportant (22) dans (17), la premiere approxima- 
tion 4 1 sera solution de l’equation lineaire non- 
homogbne, dont le second membre est une 
fonction connue de 5 et q. 

Cette equation &ant lineaire, sa solution 
gentrale sera Cgale a la solution generale de 
l’tquation homogene a laquelle on ajoute une 

* Selon la notation anglo-saxone, nous appelons ap- 
pelons erfc (x) le complCmentaire de la fonction d’erreur : 

erfc(x) = 1 - erf(x) = I - 1 e-“‘dy. 
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solution particulitre de l’equation avec second 
membre. 

Or si l’on remarque que, U et V Ctant deux 
solutions distinctes de l’equation homogene 
[done L(V) = L(V) = 01, on a : 

au av 
L(U. V) = 2z.z 

on obtient immCdiatement une solution par- 
ticuliere de l’equation (17) : 

On veritie en effet aisement que a$,/ag et 

5 o&y, q)dy sont des solutions de l’equation 

homogene. 
Remplacant &, par son expression (22) et 

par des calculs Clementaires, on obtient l’expres- 
sion de I’integrale particuliere de l’equation (17). 

Pour terminer la determination de la premiere 
approximation, on ajoutera une solution de 
l’tquation homogbne, pour satisfaire aux con- 
ditions aux limites (20). 

On trouve finalement 

+1(5, q) = - f [erfc (a). (1 + J7c u . eeU2) 

- e-2U2] - /Ierf(u). erfc(u) (24) 

avec -2a = (al - 2bl + cl) To 

et -28 = a,T,. 

En definitive la premiere approximation du 
probkme non lineaire sera : 

d”‘G rl) = &At-> rl) + kb(5, tl). (25) 

Le calcul de la deuxieme approximation, c’est-a- 
dire la solution du systeme (18-21), est evidem- 
ment plus delicate, &ant dorm&e la complexite 
du second membre de (18) oh figurent les 
solutions &, et bI de (16) et (17). 

La mtthode la plus simple consiste a chercher 
une solution ne d&pendant que de la variable u; 
le probkme se ramenant a la determination 
d’une integrale particulibre de l’kquation simple- 

ment differentielle : 

4x4 + 2YK?(4 = wb&)~ d-4@) 
+ 4164. &xu,l + 48 &l(u). f#w 

+ 3 444. &J4 + 23 4ow. &iv4 

Cette determination s’effectue par quadratures 
dont la complexite ne tient qu’a leur longueur. 

On trouve finalement, en tenant compte des 
conditions aux limites (21) et du tableau (19) : 

f$2(5, II) = A erf(u) . erfc (u) [l + erfc (u)] 

+ B(l - em2”*)erfc(u) 

+ C[erf(uJ3) - erf(u)] 

+ Du.e-“2.erfc2(u) 

+ E u eC2[(Jn). u . erfc (u) 

-e -u2 2 I- 
Avec 

B = - ;[(3a, + 2b, + cl)(al - 2bl + cl) 

-2a,c, - 2(u, - 3b, + c2)] T; 

c = (J3) x [(3a, + 6b, + c&z1 - 2b, + cl) 

-4u,c, - 4(u, - 3b, + c,)]T:, 

DC.__ ’ ~ [(9u, + 2b, + 3cJ 

4cJ7d 

(27) 

Cal - 2b, + cl) - 4a,c, 

- 4(u, - 3b, + c,)] T; 

E= ’ ___ [(a, - 2b, + c,)“] T; 

24 J74 

et la deuxieme approximation s’tcrit : 

4J2’(5P f?) = 40(5, tt) + bh(5,11) 

+ k242C VI (28) 
On pourrait poursuivre, sans diffkulte thtorique, 
le calcul jusqu’a un ordre d’approximation 
plus Clevt, mais le gain de precision serait 
derisoire eu egard a la longueur du calcul 
qu’impliquerait cette demarche. 

(26) 
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5. APPLICATION NUMERIQUE 

Si le coefficient de perturbation k est petit 
(k # 0,l) le dtveloppement (14) converge rapide- 
ment et l’on pourra se contenter de I’approxima- 
tion (28) pour rep&enter l’echauffement ou le 
refroidissement du mur semi-intini. 

On remarque que cette expression (28) depend 
du signe du parametre k; autrement dit, a la 
difference de la solution du probleme linbaire, 
les conditions de l’echauffement du mur (k > 0) 
et celles de son refroidissement (k < 0) ne sont 
pas symetriques. 

L’approximation (28) pourra s’appliquer a 
n’importe quel corps, pour autant que l’equa- 
tion de la diffusion (5) soit appropriee. 

A simple titred’exemple, neus allons appliquer 
I’expression (28) au mercure a la temperature 
initiale : To = 422°K et pour une perturbation : 
k = +0,25; c’est-a-dire un tchauffement ou un 
refroidissement de 105°C. 

Les donnees numeriques relevees dans [8], 
relatives au mercure sont approchees a moins de 
0,5 “/, par les expressions (68) pour lesquelles 
on a, entre 50°C et 25O’C : 

a, = 1,720. 1O-3 (“C)-’ 
1: 

I a2 = -3,480. 1O-6 (“C)-’ 

C: b,=b,=O 

1 

-I 

c1 = 1,286254. 1O-3 (“C)-’ 

p c2 = 4,018882. 1O-6 (“C)-‘. 

A ces valeurs et pour T, = 422”K, correspondent 
les tableaux : 

-2~ = 1,268639 

-28 = 0,725840 I 
(19’) 

A = -0,469999 

B = -0,786607 

C = 0,205549 (27’) 
D = -1J83881 

E = OJ44518. I 

La Fig. 1 reprbente, en fonction de 
X 

U=2Jo 
les expressions de &, 4r et & donnees par (22, 
24, 26). 

1 I I I 
0 0.5 I 1.5 i 

x 

24i 

Rci. 1. 

0 

La condition (15) est effectivement remplie, 
mais si k n’est pas assez petit, on ne peut se 
contenter de la premiere approximation (25) 
voire de la seconde (28). 

La Fig. 2 represente la solution #2’(5, q) 
approchke au second ordre, pour diverses 
valeurs de [ et de q variant entre 0 et 1. 

On constate que la non-lintarite acdlhe 
l’kchauffement du mur, et retarde, mais de 
facon plus accude, son refroidissement. 

La diffusivitt du mercure a 422°K vaut 
71,740. 10e3 cm2/s; a 1 cm de la face d’entree 
du mur semi-infini, le temps reduit q = 1 
correspond a 14 s. 

Si par exemple on voulait determiner la 
diffusivite du mercure a 422°K en mesurant, 
a 1 cm de l’interface, le temps au bout duquel la 
temperature atteint 40 pour cent de I’amplitude 



SUR LA DIFFUSION NON-LINEAIRE DE LA CHALEUR 1357 

[=0.25 

0.75 
(=0,5 

0.5 

0.4 

0.25 

.$=2 

(‘3 
0 0.25 0.75 I 

3 

Rcfroidisscment 

FIG. 2. 

de la perturbation sur l’interface, on obtiendrait, 
en se contentant de l’kquation linCaris&e (l), une 
valeur de la diffusivitk D, en dkfaut de 10 pour 
cent si la perturbation est positive (Cchauffement) 
et en excb de 25 pour cent si cette perturbation 
est nkgative (refroidissement). 
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Abstract-The problem of the heating and cooling of a semi-infinite wall in which thermophysical 
characteristics depend on the temperature is solved with an approximation of the second order. The 
nonlinearity induce% a dissymetry between heating and cooling. The omission of that nonlinearity leads 
to an important error in the measurement, in the transient state, of the thermic diffusivity of materials. 

Zusammenfassung-Es wird das Problem der Heizung und Kiihlung einer halbenendlichen Wand mit 
temperaturabmgigen thermophysikalischen Charakteristika auf Grund einer NLherung zweiter Ordnung 
gel&t. Die Nichtlinearitst bewirkt eine Unsymmetrie zwischen Heizung und Kiihlung Die Vernachllssi- 
gung dieser Nichtlinearit% fiihrt zu einem wichtigen Fehler in der Messung der Temperaturleitftihigkeit 

im instationlren Fall. 

AHHOTB~HSI-BO BTOPOM npH6nnxteHHM pemeHa sagasa o HarpeBaHHH M oxnamaeHHH 
HOJly6eCKOHe=fHOfi CTeHKH C TenJIO@H3I4qeCKHMM XapaKTepHCTMKaMH, 3aBHCHuHMH OT TeMIIe- 
PaTYPM. HeJIHHefiHOCTb HapymaeT paBHoBecI4e MeHcny HarpeBaHHeM H 0xnaxrgeHHeM. 
IIpeHe6peZ(eHEle BTOt HeJIHHCfiHOCTbIO IIPllBO@iT K 3HaqHTeJIbHbIM OLUH6KaM B H3MepeHI4HX 

TeHnOnpOBO~HOCTH MaTCpllanOB npH IIepeXO~HOM pt?RQIMC?. 


